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1 模型 2

1 模型

1.1 一维无限深势阱

Ĥ = − 1

2m

d2

dx2 + V (x) (1)

ψn(x) =

√
2

a
sin
(nπ
a
x
)

0 ≤ x ≤ a (2)

En =
π2h̄2n2

2ma2
n = 1, 2, · · · (3)

注意基态能量不为 0。

1.2 一维线性谐振子

Ĥ = − 1

2m

d2

dx2 +
1

2
mω2x2 (4)

En =

(
n+

1

2

)
h̄ω n = 0, 1, 2, · · · (5)

ψn(x) = NnHn(ξ)e
−ξ2/2 where ξ = αx α =

√
mω

h̄
(6)

谐振子波函数具有 n 宇称

ψn(−x) = (−1)nψn(x) (7)

1.3 (类) 氢原子

ψnlm(r⃗) = Rnl(r)Ylm(θ, ϕ) (8)

En = − µZe4s
2h̄2n2

= − Z2e2s
2a0n2

n = 1, 2, 3, · · · (9)

简并度
∑n−1

l=0 (2l + 1) = n2，若考虑自旋则需 ×2。

(1) Ĥψnlm = Enψnlm (n = 0, 1, 2, · · · )

(2) L̂2Ylm = l(l + 1)h̄2Ylm (l = 0, 1, · · · , n− 1) Ylm = NlmP
m
l (cos θ)eimϕ

(3) L̂zΦm = mh̄Φm (m = 0,±1, · · · ,±l) Φm = 1√
2π
eimϕ

1.4 自由粒子

ˆ⃗pψp⃗(r⃗) = p⃗ψp⃗(r⃗) (10)

ψp⃗(r⃗) =
1

(2πh̄)3/2
e

i
h̄ p⃗·r⃗ (11)
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ψp⃗ 归一化为 δ 函数。由于 r⃗ 定义在无穷区域，本征值 p⃗ 可取任意值，动量的本征值组成连续谱。在一些具体

问题中遇到动量的本征值问题时，需要把动量的连续本征值变为分立本征值进行计算。采用箱归一化的方法，

得到

ψp⃗ =
1

L3/2
e

i
h̄ p⃗·r⃗ − L

2
≤ x, y, z ≤ L

2
(12)

动量的本征值取分立值

px =
2πh̄nx

L
py =

2πh̄ny

L
pz =

2πh̄nz

L

2 选择题与填空题

• 非相对论量子力学框架

– 物理基础：波粒二象性

– 基本特征：概率解释、量子化现象、不确定关系

– 基本假设：波函数假设、基本方程假设、算符假设、测量假设、全同性原理假设

• 量子力学的四次飞跃

– 普朗克能量子假设：对于一定频率 ν 的电磁辐射，物体只能以 hν 为单位吸收或发射它。

黑体辐射公式

ρ(ν) =
8πν2

c3
hν

ehν/kBT − 1
(13)

– 爱因斯坦光量子假设：E = h̄ω，p = hν/c = h̄k

– 玻尔量子化条件：在量子理论中，角动量必须是 h 的整数倍。

– 德布罗意物质波假设：E = hν = h̄ω，p = h/λ = h̄k

自由粒子的德布罗意波函数

ψ(r⃗, t) = A exp
[
i

h̄
(p⃗ · r⃗ − Et)

]
(14)

• 纯量子效应

– 全同粒子的交换能

– 电子的自旋

– 谐振子的零点能

– 全同粒子不可区分性

• 定态：ψ(r⃗, t) = ψ(r⃗)e−
iEt
h̄

– 定态是能量取确定值的状态，即能量的本征态。能量即哈密顿算符 H 的本征值。

– 粒子的概率密度和概率流密度不随时间改变。

– 不显含时的一切力学量的可能取值、取值概率和平均值都不随时间改变。

– 定态的叠加不一定是定态。

– 一维定态最多二度简并，同一能量下的两个解 ϕ1, ϕ2 满足 ϕ1ϕ
′
2 − ϕ2ϕ

′
1 = constant。
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• 束缚态：无限远处波函数为 0 的状态。一般来说，束缚态体系的波函数可以归一化，能级是分立的，组
成分立谱。对于一维束缚定态

– 能级是非简并的。

– 波函数总可选为实函数。

– 如果势函数是偶函数，波函数具有确定的宇称。

– 概率流密度为 0。

– 属于不同能级的波函数彼此正交。

散射态：无穷远处波函数不为 0 的状态。散射态函数不能归一化，能量可以连续取值，组成连续谱。

ψ(r, θ, ϕ) → eikz + f(θ, ϕ)
eikr

r
r → ∞ (15)

微分散射截面

q(θ, ϕ) =
dn
NdΩ = |f(θ, ϕ)|2 (16)

其中 f(θ, ϕ) 为散射振幅。

• 宇称：描述粒子在空间反演下变换性质的力学量，它是无经典对应的力学量。奇宇称 (P = −1)，偶宇称

(P = 1)。对于一维束缚定态，若势函数为偶函数，则具有确定的宇称。

• 概率流密度
J⃗ =

ih̄

2m
(Ψ∇Ψ∗ −Ψ∗∇Ψ) (17)

• 厄米算符：F̂ † = F̂

– 厄米算符的本征值是实数。

– 厄米算符分属于不同本征值的本征函数彼此正交。

– 厄米算符的本征函数具有完备性。

– 在任何状态下，厄米算符的平均值都是实数。

– 在任何状态下，厄米算符平方的平均值一定大于等于零。

– 物理上可观测量对应线性厄米算符：线性性是叠加原理所要求的；厄米算符的本征值是实数，与观
测值对应。

• 表示力学量的算符

– 动量算符： ˆ⃗p = −ih̄∇ 本征值：p⃗ 本征函数：ψp⃗ = 1
(2πh̄)3/2

e
i
h̄ p⃗·r⃗ or ψp⃗ = 1

L3/2 e
i
h̄ p⃗·r⃗

– 角动量算符：L̂2, L̂z 本征值：l(l + 1)h̄2,mh̄ 本征函数：Ylm(θ, φ), Φm(φ) = 1√
2π
eimφ

∗ ˆ⃗
L = −ih̄r⃗ ×∇

∗ 球坐标下
L̂2 = −h̄2

(
1

sin θ
∂

∂θ
sin θ ∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
(18)

L̂z = −ih̄ ∂

∂ϕ
(19)



2 选择题与填空题 5

∗ 在 Lz 表象下，且 l = 1 时

Lx =
h̄√
2


0 1 0

1 0 1

0 1 0

 Ly =
h̄√
2


0 −i 0

i 0 −i
0 i 0

 Lz = h̄


1 0 0

0 0 0

0 0 −1


– 氢原子哈密顿量算符 H 本征值：En = − Z2e4s

2h̄2n2 本征函数：Rnl(r)Ylm(θ, φ)

• 守恒量：与体系的 Hamiltonian 对易的力学量，又称为运动积分。

d
dt⟨F̂ (t)⟩ =

〈
∂F̂

∂t

〉
+

1

ih̄
⟨[F̂ , Ĥ]⟩ (20)

– 在一切状态下，守恒量的平均值不随时间改变。注意：这里是指力学量在体系的任一运动状态下的
平均值不随时间改变，并没有要求这个力学量有确定值。

– 在一切状态下，守恒量的取值概率不随时间改变。

– 量子力学中的守恒量不一定取确定值，即体系不一定是某个守恒量的本征态。若初始时刻体系处于
守恒量 F̂ 的本征态，则体系将保持在该本征态；若初始时刻体系不处于守恒量 F̂ 的本征态，则以

后的状态也不是 F̂ 的本征态，但其测量值的概率分布不随时间改变。

– 守恒量的量子数，称为好量子数，可以作为描述体系状态的特征参数。

– 量子体系的各守恒量并不一定都可以同时取确定值。

– 守恒量与定态比较

∗ 定态：是体系的一种特殊的状态，即能量本征态。在定态下，一切不显含时的力学量 (不管是否
为守恒量) 的平均值和测值概率不随时间改变。

∗ 守恒量：是体系的一种特殊的力学量，它与体系的 Hamiltonian对易。守恒量在一切状态下 (不
管是否为定态) 的平均值和测值概率不随时间改变。

– 守恒量举例

∗ 自由粒子的动量
∗ 在中心力场中运动粒子的角动量 (L̂2, L̂x, L̂y, L̂z)

∗ Hamiltonian 不显含时间的体系的能量
∗ Hamiltonian 对空间反演不变时的宇称

– 对称性与守恒量

∗ 空间平移对称性 → 动量守恒

∗ 空间旋转对称性 → 角动量守恒

∗ 时间平移对称性 → 能量守恒

∗ 空间反演对称性 → 宇称守恒

• Hellmann-Feynmann 定理：设粒子束缚定态能量为 En，相应的归一化波函数为 ψn，λ 为哈密顿算

符 Ĥ 中任一参数，有
∂En

∂λ
=

∫
ψ∗
n

(
∂Ĥ

∂λ

)
ψndτ (21)
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例子：一维线性谐振子 Ĥ = p2

2m
d2

dx2 + 1
2
mω2x2，取 λ = ω，有(

n+
1

2

)
h̄ =

∫
ψ∗
n

(
mωx2

)
ψndτ (22)

得到 〈
x2
〉
=

(
n+

1

2

)
h̄

mω
(23)

• Virial 定理 (定态)：2 ⟨T ⟩ = ⟨r⃗ · ∇V ⟩

– 氢原子：⟨T ⟩ = −En，⟨V ⟩ = 2En

– 谐振子：⟨T ⟩ = ⟨V ⟩ = 1
2
En

• 力学量完全集：为完全确定体系的状态所需要的一组两两互相对易的力学量算符的最小 (数目) 集合。

– 力学量完全集中力学量的数目一般与体系自由度数目相同。

– 由力学量完全集所确定的本征函数系，构成该体系态空间的一组完备的本征函数，即体系的任何状
态均可用它展开。

– 力学量完全集中所有力学量是可以同时测量的。

– 量子态的量子数数目 = 自由度的数目 = 力学量的数目。以氢原子为例

Ĥψnlmlms
= Enψnlmlms

L̂ψnlmlms
= l(l + 1)h̄2ψnlmlms

L̂zψnlmlms
= mlh̄ψnlmlms

Ŝzψnlmlms
= msh̄ψnlmlms

∗ 一组完备的量子数：n, l,ml,ms

· n = 1, 2, 3, · · ·

· l = 0, 1, 2, · · · , n− 1

· ml = 0,±1,±2, · · · ,±l

· ms = ± 1
2

∗ 力学量：Ĥ, L̂2, L̂z, Ŝz

∗ 自由度：r, θ, φ, sz
∗ 泡利不相容原理：在原子中，不可能有两个或两个以上的电子具有完全相同的状态，也就是说
不可能拥有完全相同的四个量子数 (n, l,ml,ms)。

• 对易：[F̂ , Ĝ] = 0

– 如果两个算符 F̂ 和 Ĝ 有一组共同本征函数 ϕn，而且 ϕn 组成完全系，则算符 F̂ 和 Ĝ 对易。

– 如果两个算符对易，则这两个算符有组成完全系的共同本征函数。

– 在一些算符的共同本征函数所描写的态中，这些算符所表示的力学量同时有确定值。注意：相互对
易的算符所表示的力学量不一定同时有确定值，要在共同本征态下才能取确定值。

– 计算对易关系

∗ [L̂z, F (r)]Ψ = [−ih̄ ∂
∂φ
, F (r)]Ψ = −ih̄ ∂

∂φ
[F (r)Ψ] + ih̄F (r)∂Ψ

∂φ
= −ih̄Ψ∂F (r)

∂φ
= 0

∗ [L̂z, F (r⃗)]Ψ = [−ih̄ ∂
∂φ
, F (r⃗)]Ψ = −ih̄ ∂

∂φ
[F (r⃗)Ψ] + ih̄F (r⃗)∂Ψ

∂φ
= −ih̄Ψ∂F (r⃗)

∂φ
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∗ [r⃗ · ˆ⃗p, F (r⃗)] = [xp̂x + yp̂y + zp̂z, f(r⃗)] = [xp̂x, f(r⃗)] + [yp̂y, f(r⃗)] + [zp̂z, f(r⃗)] = x[p̂x, f(r⃗)] +

y[p̂y, f(r⃗)] + z[p̂z, f(r⃗)] = −ih̄x∂f(r⃗)
∂x

− ih̄y ∂f(r⃗)
∂y

− ih̄z ∂f(r⃗)
∂z

= −ih̄r⃗ · ∇f(r⃗)

不对易：[F̂ , Ĝ] ̸= 0。若 [F̂ , Ĝ] = ik̂，算符 F̂ 和 Ĝ 之间有不确定关系

⟨(∆F̂ )2⟩⟨(∆Ĝ)2⟩ ≥ 1

4
⟨k̂⟩2 (24)

• 表象：Q 表象是厄米算符 Q̂ 的本征矢集作为基矢所张成的空间。

– 算符在其自身表象下是一个对角矩阵，对角元即算符的本征值。

– 表象变换是幺正变换。幺正矩阵：S† = S−1，S†S = I

∗ 如何求两个表象之间的幺正变换矩阵？
· 按定义求解：F̂ ′ = S†F̂S = S−1F̂S ⇒ SF̂ ′ = F̂S

· 求本征值和本征矢。

– 表象变换/幺正变换中，厄米算符的本征值、对易关系、迹不变。

– 坐标表象

∗ 态：Ψ(r⃗, t)

∗ 力学量：F̂ (ˆ⃗r, ˆ⃗p) = F̂ (r⃗,−ih̄∇)

∗ 态 c(p, t) 在坐标表象中的波函数是：Ψ(x, t) =
∫
c(p, t)ψp(x)dp

其中 ψp(x) =
1√
2πh̄

e
i
h̄px 为坐标表象中的动量本征函数。

– 动量表象

∗ 态：c(p⃗, t)
∗ 力学量：F̂ (ˆ⃗r, ˆ⃗p) = F̂ (ih̄∇p⃗, p⃗)

∗ 态 Ψ(x, t) 在动量表象中的波函数是：c(p, t) =
∫
Ψ(x, t)ψ∗

p(x)dx

– Dirac 符号：⟨A|B⟩，A 是表象指标，B 是态指标。

∗ ⟨x|px⟩ = 1√
2πh̄

e
i
h̄pxx

∗ ⟨px|x⟩ = 1√
2πh̄

e−
i
h̄pxx

• 测量：波函数 ψ 已归一化，本征值方程 F̂ψn = fnψn F̂ψf = fψf

– 完备性公式：ψ(r⃗) =
∑

n cnψn(r⃗) ψ(r⃗) =
∫
cfψf (r⃗)df

– 概率幅公式：cn =
∫
ψ∗
n(r⃗)ψ(r⃗)dτ cf =

∫
ψ∗
f (r⃗)ψ(r⃗)dτ

– 平均值公式：⟨F̂ ⟩ =
∑

n fn|cn|2 =
∫
ψ∗(r⃗)F̂ψ(r⃗)dτ ⟨F̂ ⟩ =

∫
f |cf |2df =

∫
ψ∗(r⃗)F̂ψ(r⃗)dτ

– 均方偏差公式：⟨(∆F̂ )2⟩ = ⟨F̂ 2⟩ − ⟨F̂ ⟩2

– 不确定关系 [F̂ , Ĝ] = ik̂ ⇒ ⟨(∆F̂ )2⟩⟨(∆Ĝ)2⟩ ≥ 1
4
⟨k̂⟩2

• 变分法：用变分法求解体系基态能量的关键是选取合适的试探波函数。

• Pauli 算符

σ̂x =

(
0 1

1 0

)
σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
σ̂z =

(
1 0

0 −1

)
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– σ̂†
j = σ̂j，σ̂2

j = 1

– Pauli 算符满足的对易关系 [σ̂j , σ̂k] = 2iεjklσ̂l

– Pauli 算符满足的反对易关系 {σ̂j , σ̂k} = 2δjkÎ

– σ̂xσ̂yσ̂z = i

– Tr(σ̂j) = 0，Tr(σ̂j σ̂k) = 2δjk

– σ̂z 矩阵的本征矢

χ1/2(sz) =

(
1

0

)
χ−1/2(sz) =

(
0

1

)
• 轨道角动量和自旋角动量

– 电子角动量：L̂× L̂ = ih̄L̂，Ŝ × Ŝ = ih̄Ŝ

– 运算法则

∗ L̂2 |lml⟩ = l(l + 1)h̄2 |lml⟩，L̂z |lml⟩ = mlh̄ |lml⟩ (l = 0, 1, 2, · · · m = 0,±1, · · · ,±l)

∗ Ŝ2 |sms⟩ = s(s+ 1)h̄2 |sms⟩，L̂z |sms⟩ = msh̄ |sms⟩ (s = 1
2

ms = ± 1
2
)

– 电子磁矩：M̂ = − e
2µ
L̂− e

µ
Ŝ，M̂z = − e

2µ
L̂z − e

µ
Ŝz

– 电子波函数：Ψ(r⃗, sz, t) =

(
Ψ↑(r⃗, t)

Ψ↓(r⃗, t)

)
= Ψ↑(r⃗, t)χ1/2(sz) + Ψ↓(r⃗, t)χ−1/2(sz)

– 波函数归一化：
∫
Ψ†(r⃗, sz, t)Ψ(r⃗, sz, t)dτ =

∫
(|Ψ↑(r⃗, t)|2 +Ψ↓(r⃗, t)|2)dτ = 1

– 平均值公式：⟨F̂ ⟩ =
∫
Ψ†(r⃗, sz, t)F̂Ψ(r⃗, sz, t)dτ

• 全同粒子体系的波函数

– 全同粒子

∗ 费米子 (自旋半整数)：波函数反对称
· 波函数空间部分对称，自旋部分反对称
· 波函数空间部分反对称，自旋部分对称

∗ 波色子 (自旋整数)：波函数对称

– 两个电子的自旋函数

∗ 自旋三重态 (对称)：
· χS

11 = χ1/2(s1z)χ1/2(s2z)

· χS
1−1 = χ−1/2(s1z)χ−1/2(s2z)

· χS
10 =

1√
2

[
χ1/2(s1z)χ−1/2(s2z) + χ1/2(s2z)χ−1/2(s1z)

]
∗ 自旋单态 (反对称)：

· χA
00 =

1√
2

[
χ1/2(s1z)χ−1/2(s2z)− χ1/2(s2z)χ−1/2(s1z)

]
– n 个波色子构成 m 个态，体系满足对称性要求的波函数共有 Cn

n+m−1 个。
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3 计算题

3.1 求能量本征值和本征态

3.1.1 知识点

谱映射定理：若算符 F̂ 的本征值谱为 fi，其中 F̂ ϕi = fiϕi，则函数算符 g(F̂ ) 的本征值谱为 {f(gi)}，其
中 g(F̂ )ϕi = f(gi)ϕi。

• 刚性转子的定轴转动

Ĥ =
L̂2

z

2I
(25)

已知 [L̂z, Ĥ] = 0，L̂zϕm = mh̄ϕm，ϕm = 1√
2π
eimφ，则

Em =
m2h̄2

2I
ϕm =

1√
2π
eimφ (m = 0,±1,±2, · · · )

• 自由粒子
Ĥ =

p̂2x
2m

(26)

已知 [p̂x, Ĥ] = 0，p̂xψpx
= pxψpx

，ψpx
= 1√

2πh̄
e

i
h̄pxx，则

Ek =
p2x
2m

=
h̄2k2

2m
ψk =

1√
2π
eikx

3.1.2 例题

Example：设体系的 Hamiltonian 为

Ĥ =
1

I1

(
L̂2

x + L̂2
y +

1

2
L̂2

z

)
+

1

2I2
L̂2

z (27)

利用适当的变换求出体系的能量本征值和相应的本征态。

Solution：
Ĥ =

1

I1

(
L̂2

x + L̂2
y + L̂2

z

)
+

1

2

(
1

I2
− 1

I2

)
L̂2

z =
1

I1
L̂2 +

1

2

(
1

I2
− 1

I2

)
L̂2

z (28)

已知 [L̂2, Ĥ] = 0，[L̂z, Ĥ] = 0，L̂2Ylm = l(l + 1)h̄2Ylm，L̂zYlm = mh̄Ylm，则能量本征值

Enl =
l(l + 1)h̄2

I1
+

1

2

(
1

I2
− 1

I2

)
m2h̄2 (29)

本征态

Ylm = (−1)m

√
(l −m)!(2l + 1)

(l +m)!4π
Pm
l (cos θ)eimφ (30)

3.2 定态微扰论

3.2.1 知识点

• 非简并微扰论
H = H0 +H ′ (31)
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En = E0
n +

〈
ψ0
n

∣∣H ′ ∣∣ψ0
n

〉
+
∑
m ̸=n

| ⟨ψ0
m|H ′ |ψ0

n⟩ |2

E0
n − E0

m

+ · · · (32)

ψn = ψ0
n +

∑
m ̸=n

⟨ψ0
m|H ′ |ψ0

n⟩
E0

n − E0
m

ψ0
m + · · · (33)

• 简并微扰论 (以二重简并为例)

E1
± =

1

2

[
H ′

aa +H ′
bb ±

√
(H ′

aa −H ′
bb)

2 + 4|H ′
ab|2
]

(34)

其中

H ′
ij =

〈
ψ0
i

∣∣H ′ ∣∣ψ0
j

〉
(35)

3.2.2 例题

Example：设体系的 Hamiltonian 的矩阵表示为

H =


1 2ε 0

2ε 2 + ε
√
2ε

0
√
2ε 2 + 2ε

 (36)

其中 ε≪ 1。用微扰论求能级和波函数，如果是非简并情况，求波函数到一级近似，能量到二级近似；如果是

简并情况，求能量到一级近似。

Solution:

H = H0 +H ′ =


1 0 0

0 2 0

0 0 2

+


0 2 0

2 1
√
2

0
√
2 2

 ε (37)

零级近似能量为

E
(0)
1 = 1 E

(0)
2 = 2 E

(0)
3 = 2

E
(0)
1 不简并，E(0)

2 和 E
(0)
3 构成一个二重简并能级。零级近似波函数为

ψ
(0)
1 =


1

0

0

 ψ
(0)
2 =


0

1

0

 ψ
(0)
3 =


0

0

1


• 对于 E

(0)
1 能级用非简并微扰论

E
(1)
1 =

〈
ψ

(0)
1

∣∣∣H ′
∣∣∣ψ(0)

1

〉
= 0 (38)

ψ
(1)
1 =

〈
ψ

(0)
2

∣∣∣H ′
∣∣∣ψ(0)

1

〉
E

(0)
1 − E

(0)
2

ψ
(0)
2 +

〈
ψ

(0)
3

∣∣∣H ′
∣∣∣ψ(0)

1

〉
E

(0)
1 − E

(0)
3

ψ
(0)
3 =


0

−2ε

0

 (39)

E
(2)
1 =

〈
ψ

(0)
1

∣∣∣H ′
∣∣∣ψ(1)

1

〉
= −4ε2 (40)

故能量二级近似

E1 ≈ E
(0)
1 + E

(1)
1 + E

(2)
1 = 1− 4ε2 (41)
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波函数一级近似

ψ1 ≈ ψ
(0)
1 + ψ

(1)
1 =


1

−2ε

0

 (42)

• 对 E
(0)
2 和 E

(0)
3 能级用简并微扰论。在以 ψ

(0)
2 和 ψ

(0)
3 构成的子空间中，有子矩阵

H = H0 +H ′ =

(
2 0

0 2

)
+

(
1

√
2

√
2 2

)
ε (43)

det(H ′ − λI) =

∣∣∣∣∣ε− λ
√
2ε

√
2ε 2ε− λ

∣∣∣∣∣ = λ(λ− 3ε) = 0 (44)

能量一级修正

E
(1)
2 = 0 E

(1)
3 = 3ε

故能量一级近似

E2 ≈ E
(0)
2 + E

(1)
2 = 2 (45)

E3 ≈ E
(0)
3 + E

(1)
3 = 2 + 3ε (46)

3.3 自旋与全同粒子

3.3.1 例题

Example：氢原子处于状态

Ψ(r⃗, sz, t = 0) =

(
1
4
ψ211(r⃗)

−
√
3
4
ψ210(r⃗)

)
=

1

4
ψ211(r⃗)χ 1

2
(sz)−

√
3

4
ψ210(r⃗)χ− 1

2
(sz) (47)

(1) 计算在此态下氢原子能量 H，轨道角动量平方 L2，自旋角动量 z 分量 Sz 的平均值，以及测量 Lz 得到

h̄ 的概率。

(2) 求全空间电子自旋向上的概率。

(3) 计算氢原子总磁矩的 z 分量的平均值。

(4) 氢原子所处状态 Ψ 是定态吗？

(5) 计算测不准关系 ⟨(∆Sx)
2⟩⟨(∆Sy)

2⟩，是否满足不确定关系？

(6) 求 t > 0 任意时刻的波函数 Ψ(r⃗, sz, t)。

(7) 计算 t > 0 时氢原子总磁矩 z 分量的平均值。

Solution:
波函数归一化

|A|2
∫

Ψ†Ψdτ = |A|2
(

1

16
+

3

16

)
= 1 ⇒ A = 2 (48)

故归一化后的波函数

Ψ(r⃗, sz, t = 0) =
1

2
ψ211(r⃗)χ 1

2
(sz)−

√
3

2
ψ210(r⃗)χ− 1

2
(sz) (49)
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已知氢原子定态波函数

ψnlmlms
(r⃗, sz) = Rnl(r)Ylm(θ, φ)χms

(sz) (50)

本征能量

En = − µe4s
2h̄2n2

(51)

• Hψnlmlms
= Enψnlmlms

• L2ψnlmlms
= l(l + 1)h̄2ψnlmlms

• Lzψnlmlms
= mlh̄ψnlmlms

• Szψnlmlms
= msh̄ψnlmlms

状态波函数按这些算符的共同本征态展开

Ψ(r⃗, sz, t = 0) =
1

2
ψ211 1

2
(r⃗, sz)−

√
3

2
ψ210− 1

2
(r⃗, sz) (52)

(1) 能量平均值：⟨E⟩ = E2 = −µe4s
8h̄2

轨道角动量平方 L2 平均值：⟨L2⟩ = 1 · (1 + 1)h̄2 = 2h̄2

自旋角动量 z 分量 Sz 的平均值：⟨Sz⟩ = 1
4
· 1
2
h̄+ 3

4

(
− 1

2
h̄
)
= − 1

4
h̄

测量 Lz 得到 h̄ 的概率： 1
4

(2) 全空间电子自旋向上的概率 1
4

(3) 氢原子总磁矩
M = − e

2µ
L− e

µ
S (53)

其 z 分量

Mz = − e

2µ
Lz −

e

µ
Sz (54)

氢原子总磁矩 z 分量的平均值

⟨Mz⟩ = − e

2µ
⟨Lz⟩ −

e

µ
⟨Sz⟩ = −1

4

eh̄

2µ
+

1

4

eh̄

µ
=
eh̄

8µ
(55)

(4) 氢原子所处状态 Ψ 是定态。因为在此态下，有 HΨ = E2Ψ，表明氢原子所处状态 Ψ 是能量 H 的本征

态，故能量是确定的。

(5) 在 Sz 表象下

Sx =
h̄

2

(
0 1

1 0

)
Sy =

h̄

2

(
0 −i
i 0

)
(56)

⟨Sx⟩ =
∫

Ψ†SxΨdτ =

∫ (
1
2
ψ∗
211(r⃗) −

√
3
2
ψ∗
210(r⃗)

) h̄
2

(
0 1

1 0

)(
1
2
ψ211(r⃗)

−
√
3
2
ψ210(r⃗)

)
dτ

= −
√
3

8
h̄

∫
ψ∗
210(r⃗)ψ211(r⃗)dτ −

√
3

8
h̄

∫
ψ∗
211(r⃗)ψ210(r⃗)dτ = 0

(57)

⟨Sy⟩ =
∫

Ψ†SyΨdτ =

∫ (
1
2
ψ∗
211(r⃗) −

√
3
2
ψ∗
210(r⃗)

) h̄
2

(
0 −i
i 0

)(
1
2
ψ211(r⃗)

−
√
3
2
ψ210(r⃗)

)
dτ

= −
√
3

8
ih̄

∫
ψ∗
210(r⃗)ψ211(r⃗)dτ +

√
3

8
ih̄

∫
ψ∗
211(r⃗)ψ210(r⃗)dτ = 0

(58)
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⟨S2
x⟩ = ⟨S2

y⟩ =
h̄2

4
(59)

⟨(∆Sx)
2⟩ = ⟨S2

x⟩ − ⟨Sx⟩2 =
h̄2

4
(60)

⟨(∆Sy)
2⟩ = ⟨S2

y⟩ − ⟨Sy⟩2 =
h̄2

4
(61)

故

⟨(∆Sx)
2⟩⟨(∆Sy)

2⟩ = h̄4

16
(62)

由不确定关系可知，若算符 F、G 满足 [F,G] = ik，则有

⟨(∆F )2⟩⟨(∆G)2⟩ ≥ ⟨k⟩2

4
(63)

对于 Sx 和 Sy，有 [Sx, Sy] = ih̄Sz，则应满足

⟨(∆Sx)
2⟩⟨(∆Sy)

2⟩ = h̄4

16
≥ h̄2

4
⟨Sz⟩2 =

h̄2

4

h̄2

16
=
h̄4

64
(64)

(6)

Ψ(r⃗, sz, t) =
1

2
ψ211(r⃗)χ 1

2
(sz)e

−iE2t/h̄ −
√
3

2
ψ210(r⃗)χ− 1

2
(sz)e

−iE2t/h̄ (65)

(7) 由于 Hamiltonian 是守恒量，力学量的平均值不随时间改变，故

⟨Mz⟩ =
eh̄

8µ
(66)

——————————————————————————————————————————–

Example：两个全同粒子处于一维谐振子势 V (x) = 1
2
mω2x2 中，分别就下面两种情况，求此二粒子体系最

低 3 条能级及本征函数：(a) 单粒子自旋为 0；(b) 单粒子自旋为 1/2。
Solution：单粒子 Hamiltonian 为

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 (67)

最低三条能级上的谐振子波函数如下

ψ0(x) =

√
α

π
1
2

e−
1
2α

2x2 (68)

ψ1(x) =

√
2α

π
1
2

αxe−
1
2α

2x2 (69)

ψ2(x) =

√
α

2π
1
2

(
2α2x2 − 1

)
e−

1
2α

2x2 (70)

(a) 单粒子自旋为 0，粒子为波色子。设两粒子分别处于谐振子的 En 和 Em 能级 (n,m = 0, 1, · · · )。二粒子
体系能量为

E = (n+m+ 1)h̄ω (71)

最低的三条能级处于 (n,m) = (0, 0), (0, 1), (1, 1), (0, 2)，能量分别为

E0 = h̄ω E1 = 2h̄ω E2 = 3h̄ω (72)

满足的对称波函数如下
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– ψS
00(x1, x2) = ψ0(x1)ψ0(x2)

– ψS
01(x1, x2) =

1√
2
[ψ0(x1)ψ1(x2) + ψ1(x1)ψ0(x2)]

– ψS
11(x1, x2) = ψ1(x1)ψ1(x2)

– ψS
02(x1, x2) =

1√
2
[ψ0(x1)ψ2(x2) + ψ2(x1)ψ0(x2)]

(b) 单粒子自旋为 1/2，粒子是费米子，波函数满足交换反对称。波函数包含自旋和空间两部分。

– 对称自旋波函数

∗ χS
11(s1z, s2z) = χ 1

2
(s1z)χ 1

2
(s2z)

∗ χS
10(s1z, s2z) =

1√
2

[
χ 1

2
(s1z)χ− 1

2
(s2z) + χ− 1

2
(s1z)χ 1

2
(s2z)

]
∗ χS

1−1(s1z, s2z) = χ− 1
2
(s1z)χ− 1

2
(s2z)

– 反对称自旋波函数

∗ χA
00(s1z, s2z) =

1√
2

[
χ 1

2
(s1z)χ− 1

2
(s2z)− χ− 1

2
(s1z)χ 1

2
(s2z)

]
其中 χA

00 是自旋单态，满足自旋交换反对称，χ
S
1M (M = 1, 0,−1) 是自旋三重态，自旋交换对称。

– 对称空间波函数

∗ ψS
00(x1, x2) = ψ0(x1)ψ0(x2)

∗ ψS
01(x1, x2) =

1√
2
[ψ0(x1)ψ1(x2) + ψ1(x1)ψ0(x2)]

∗ ψS
11(x1, x2) = ψ1(x1)ψ1(x2)

∗ ψS
02(x1, x2) =

1√
2
[ψ0(x1)ψ2(x2) + ψ2(x1)ψ0(x2)]

– 反对称空间波函数

∗ ψA
01(x1, x2) =

1√
2
[ψ0(x1)ψ1(x2)− ψ1(x1)ψ0(x2)]

∗ ψA
02(x1, x2) =

1√
2
[ψ0(x1)ψ2(x2)− ψ2(x1)ψ0(x2)]

满足交换反对称的最低三条能级的波函数为

* ψS
00(x1, x2)χ

A
00(s1z, s2z)

* ψS
01(x1, x2)χ

A
00(s1z, s2z)，ψ

S
01(x1, x2)χ

A
1M (s1z, s2z)

* ψS
11(x1, x2)χ

A
00(s1z, s2z)，ψ

S
02(x1, x2)χ

A
00(s1z, s2z)，ψ

A
02(x1, x2)χ

S
1M (s1z, s2z)

相应的能量分别为 h̄ω，2h̄ω，3h̄ω。
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